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本論文は, 2-arc-transitive graph というグラフを 2 次元射影特殊線形群の suborbit
として構成するための条件について研究したものである. 2-arc-transitive graph は現
在のところ分類が未完成である. しかし, [Sco93] で初めに扱っている群 PSL(2, 29) に
は 2 つの共役でない 5 次交代群 A5 が含まれており, PGL(2, 29) の中では A5 は共役
を除いて一意的で, PGL(2, 29)/A5 は 5-regular な 2-arc-transitive graph を与えること
から PGL(2, q), PSL(2, q) について調査していった結果, PGL(2, q)/A5, PSL(2, q)/A5
上の suborbit に時折現れる事が確認された. そこで, どのような素数冪 q に対して
PSL(2, q)/A5, PGL(2, q)/A5 から 2-arc-transitive graph が得られるかソフトウェアを
利用して実際に計算する等して条件を考察していった. その結果, q がある条件を満たす
場合は q によって 2-arc-transitive graph の存在を判定出来る事が示された.
本論の構成は以下の通り. 先ず第 1章は準備として, 研究の対象であるグラフの定義及
び有限集合に作用する有限群の suborbit としてのグラフの構成, 2-arc-transitive graph
について既知の事実, 並びに有限群論の基本的事項を述べる. 第 2章では 2次元射影特殊
線形群と射影一般線形群の suborbit に 2-arc-transitive graph が現れることを確認する
ための計算方法を解説する. この計算手法により, suborbit の個数は A5 の部分群の正規
化群を特定すれば求められる事がわかる. そこで, 第 3章からは対象を射影特殊線形群に
限定し, 2次元特殊線形群の有限部分群の分類結果 ([Dic01], [Suz77])を元に A5 の部分群
の 2次元射影特殊線形群における正規化群の決定及び予想を行った. 最後に, 3章までの
考察を基に 2冪, 3冪, 5冪を除く素数冪 q について 2次元射影特殊線形群の suborbit に
2-arc-transitive graph が現れる条件を示した.
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1 準備
はじめに, 本論文で扱う 2-arc-transitive graph を構成するために必要な群論の基本的
事項を述べておく.
有限群 G は G-集合 Ω に transitive に作用しているとする. G の元 g と Ω の元 α に
対してその作用を αg で表すとする.
定義 1.1.1. Gα の Ω 上の軌道を G の部分軌道 (suborbit)と呼ぶ. また軌道の元の個数
を部分次数 (subdegree)という.
Γ = (V,E) は undirected simple connected regular graph とし, G は Γ の自己同型
群 AutΓ とする.
定義 1.1.2. G は Γ 上 2-アーク推移的 (2-arc-transitive) であるとは, G が Γ における
2-arc の集合










このように 2つの 2-arc (v1, v2, v3), (u1, u2, u3) に対して, 2-arc をそのまま移すような
g ∈ G が存在することを意味している.
この G に関する定義は, V に属する点 v の G における固定群 Gv に関する命題に言
い換えることが出来る. 本論文では主に固定群について述べていくので, その命題を紹介
しておく.
Γ = (V, E) は simple connected regular undirected graph, G は Γ の自己同型群
AutΓ で vertex-transitive であるとする. V の元 v に対して Γ における v の近傍
{u ∈ V | (u, v) ∈ E} を Γ(v) で表す. このとき











このように頂点 v に隣接する頂点の組 (v1, v2), (u1, u2) に対して, 組をそのまま移す
g ∈ Gv が存在することを意味している.
この論文では, 射影一般線形群 PGL(2, q) 及び射影特殊線形群 PSL(2, q) が部分群と
して 5次交代群 A5 を含んでいる場合に, 群の A5 による剰余類の上の suborbit の中に
2-arc-transitive graph が現れる条件を考えてゆくが, 実際に 2-arc-transitive graph とな
るのは subdegree 5または 6の suborbit である. なぜなら, PGL(2, q) または PSL(2, q)
の A5 による剰余類の上の suborbit について subdegree は共に A5 の約数であるから,
その値は
60, 30, 20, 15, 12, 10, 6, 5, 1
のうちのいずれかである. 注意 1.1.3より A5 による subdegree d の suborbit の近傍への
作用を考えると, よく知られた軌道と固定群の定理から近傍に対し 2-transitive に作用す
る可能性があるのは d(d−1) | 60 を満たすものだから, subdegree が 6及び 5の suborbit
のみである. 逆に subdegree 6 及び 5 の suborbit は夫々 2-transitive な A5-集合を導
き, 2-arc-transitive graph となる. 逆に subdegree 6または 5 の suborbit について, 軌
道と固定群の定理により近傍に含まれる点の A5 における固定群の位数は夫々 10または
12 となるので, 固定群は A5 の部分群で D10 または A4 に同型な群である. すると, 近
傍は剰余類 A5/D10 及び A5/A4 に夫々 A5-同型であり, これらは 2-transitive な A5-集
合であるから 1.1.3から suborbit は 2-arc-transitive graph となる. 従って本論の目的は
subdegree が 5または 6の suborbit が存在するための条件を決定することと言える.
初めに, 2-arc-transitive graph について既に知られている結果を紹介する.
degree d の graph Γ に対して Gv (v ∈ V ) は Γ(v) 上 doubly transitive とする. この
とき Gv はどのような群となるか, さらに Γ はどのようなグラフであるのかという分類が
[Cam83]で成されている.
また Cameronはこの分類に先駆けて, 次の定理を与えている.
定理 1.1.4 ([Cam74]). G は primitive で, Gv = Sn または An のとき, いずれか 1つが
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成り立つ:
1. 任意の頂点 x, z ∈ V に対して, |{y ∈ V | (x, y), (y, z) ∈ E}| = 1,
2. Γ は folded cube graph,
3. Γ は complete graph.
今回考察する群の suborbit の場合, Gv = A5 であるから 2-arc-transitive graph は定
理 1.1.4 1 に当てはまるように思える. しかし, どのような群がこの状況に当てはまるの
か, あるいはグラフはどういった特徴をもつのかは言及されていない. 加えて, PGL(2, q)
は imprimitive でありこの場合は上の定理のようなパターン分類も成されていない. そ
こで, 以下では PSL(2, q)/A5 と PGL(2, q)/A5 上の suborbit に 2-arc-transitive graph
が現れるのはどのような時かを論ずる.
次に, 2次元特殊線形群について知られている事項を挙げておく.
先ずは A5 が PSL(2, q) 及び PGL(2, q) に含まれるための条件を述べる. PSL(2, q) に
対しては次が成り立つ.
定理 1.1.5 ([Dic01]). q := pn は素数冪とする. このとき, A5 ⊂ PSL(2, q) である必要十
分条件は q(q2 − 1) ≡ 0 (mod 5).
PGL(2, q) に対しては次のようになっている.
補題 1.1.6. A5 ⊂ PGL(2, q) となるための必要十分条件は A5 ⊂ PSL(2, q).
証明. まず, PSL(2, q) ⊆ PGL(2, q) であるから, A5 ⊂ PSL(2, q) は A5 ⊂ PGL(2, q) で
あるための十分条件であることがわかる. 逆を示す. PSL(2, q) ▹ PGL(2, q) であるから
PSL(2, q)A5 ≤ PGL(2, q) が成り立つ. よって
|PGL(2, q)| ≥ |PSL(2, q)A5|
=
|PSL(2, q)||A5|
|PSL(2, q) ∩ A5|
.
これより
2 ≥ |PGL(2, q)|
|PSL(2, q)|
≥ |A5|
|PSL(2, q) ∩ A5|
を得る. したがって |PSL(2, q) ∩A5| は 60か 30であるが, A5 は位数 30の部分群を持た
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ないので |PSL(2, q) ∩ A5| = 60 しかありえない. よって PSL(2, q) ∩ A5 = A5 が成り立
つので A5 ⊂ PSL(2, q) である.
これより, A5 が PSL(2, q) 及び PGL(2, q) に含まれるかどうかは q を見て判定すれば
よい事がわかる.
また A4 についても同様の必要十分条件が成り立つ.
補題 1.1.7. A4 ⊂ PGL(2, q) となるための必要十分条件は A4 ⊂ PSL(2, q).
この性質も後で利用する.
ここで SL(2, q) の共役類分解についても述べておく. 詳しくは [NS82] §5 を参照され
たい.
定理 1.1.8. ε は Fq の非平方数とする. Fq の任意の元 c に対して σ2 − εν = 1 を満たす
Fq の元の組 (σ, ν) は (q + 1) 個存在する.






(λ ∈ Fq, λ2 ̸= 1)
の SL(2, q) における共役類を Aλ で表すとする. このような類は (q − 3)/2 個存在























と定め, これらの共役類を B+(1), B+(ε), B−(1) そして B−(ε) とおく. このとき,
これらの共役類は (q2 − 1)/2 個の元からなる.




の SL(2, q) 上の共役類を Cσ で表すとする. このような類は (q − 1)/2 個存在し,
各共役類 Aλ は q(q − 1) 個の元からなる.
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次に, 一般の群論で知られている事実を紹介する. 後の章において, PSL(2, q) の部分群
と SL(2, q) の部分群の対応を考える際にこれらを用いる.
定理 1.1.10 (対応定理). 群 G は正規部分群 H を含むとする. 剰余群 G = G/H の任意
の部分群 V に対し G の部分群 V があって
H ⊂ V かつ V = V/H
となる. この部分群 V は V の元に含まれる G の元全体の集合であって, V により一意
的に決まる. すなわち G の部分群全体からなる集合 S と G の部分群で H を含む群の集
合 SH の間に 1対 1対応 V ←→ V がつく.
この対応において成り立つ事実を紹介する.
注意 1.1.11. 対応定理で与えられる部分群の間の対応は次の性質を持つ.
(i) G ⊃ U1 ⊃ U2 ⊃ H と G ⊃ U1 ⊃ U2 は同値で指数が一致する. すなわち
|U1 : U2| = |U1 : U2|.
(ii) U1 ⊃ H, U2 ⊃ H であれば, U1 と U2 が G の中で共役であることと, U1 と U2 が
G で共役であることは同値である.
(iii) G ⊃ N ⊃ H とすれば, N ▹ G と N ▹ G は同値である.




定理 1.1.12. 群 G の任意の部分群 H に対して
CG(H) ▹ NG(H)
が成り立ち, 剰余群 NG(H)/CG(H) は H の自己同型群 Aut(H) の部分群と同型である.
補題 1.1.13. 無限巡回群の自己同型群は位数 2の巡回群である. 位数 d の巡回群 G の自




注意 1.1.14. 有限群 G の部分群 H が, 位数 |H| の唯一つの部分群であれば H は G の
特性部分群である.
注意 1.1.15. H, K を G の部分群とし, H は K の特性部分群であるとする. このとき
(i) K も G の特性部分群であれば H は G の特性部分群である.
(ii) K ▹ G ならば H ▹ G である.
二面体群の正規化群について, 次が成り立つ.
補題 1.1.16. 二面体群 D2n = ⟨a, b⟩ (an = b2 = 1, b−1ab = a−1) に対して n = m1m2
(m1, m2 ∈ N) であれば, 部分群 D2m1 が存在して
ND2n(D2m1) = {aibj | aibj ∈ D2n, 2i ∈ m2Z}
となる.
証明. D2n に対して
⟨am2 , b⟩, ⟨am2 , ab⟩
は共に D2m1 に同型な D2n の部分群である. これらの正規化群は
ND2n(⟨am2 , akb⟩) = {aibj | aibj ∈ D2n, ⟨am2 , akb⟩
aibj
= ⟨am2 , akb⟩}
= {aibj | aibj ∈ D2n, ⟨am2a
ibj , akb
aibj ⟩ = ⟨am2 , akb⟩}
= {aibj | aibj ∈ D2n, ⟨am2b
j
, a2iakb⟩ = ⟨am2 , akb⟩}
= {aibj | aibj ∈ D2n, a2i ∈ ⟨am2⟩}
= {aibj | aibj ∈ D2n, 2i ∈ m2Z}
となる. ただし k = 0または 1でありどちらの場合でも正規化群は上のように表せる.
2 コンピュータによる計算方法
2 次元射影特殊線形群と射影一般線形群の suborbit に 2-arc-transitive graph が現れ
ることを確認するためのコンピュータによる計算方法を 2 つ紹介する. 特に後の方法は,
計算速度及びメモリ使用量の点で非常に優れた手法である.
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2.1 GAP, MAGMA による計算結果
まず, 計算機代数システムを利用した単純な手法から説明する. 定理 1.1.5 に従い
q(q2 − 1) ≡ 0 (mod 5) を満たす素数冪 q に対して, ソフトウェアに用意された群の軌
道を計算するプログラムを呼び出し, PSL(2, q) と PGL(2, q) の A5 による剰余類の上の
suborbits を全て求めて subdegree 5 または 6 のものがあるか確かめさせる方法ではすぐ
にメモリ使用量の限界に達してしまう (今回の計算に使用した, メモリが 1GB 程度のコ
ンピュータでは q = 571 が限界であった).
次のようなプログラムを用いて計算を行った.
for q: q(q2 − 1) ≡ 0 (mod 5) を満たす素数冪 do
GS := PSL(2, q);
GG := PGL(2, q);
HS : HS ≤ GS , HS ∼= A5;
HG : HG ≤ GG, HG ∼= A5;
OS := {αStabGS (HS) | α ∈ GS/HS} /* 軌道を計算する */
OG := {βStabGG (HG) | β ∈ GG/HG}
print
GS-orbit のうち subdegree 5 のものの個数: |{oS ∈ OS | |oS | = 5}| ;
GS-orbit のうち subdegree 6 のものの個数: |{oS ∈ OS | |oS | = 6}| ;
GG-orbit のうち subdegree 5 のものの個数: |{oG ∈ OG | |oG| = 5}| ;









subdegree 5 6 5 6
9 1 0 1 1
11 0 0 1 1
16 0 0 0 0
19 0 1 1 1
25 0 0 0 0
29 0 0 1 1
31 1 0 1 1
41 1 1 1 1
49 1 0 1 1
59 0 1 1 1
61 0 1 1 1
64 0 0 0 0
71 1 0 1 1
79 1 1 1 1
81 1 1 1 1
89 1 0 1 1
101 0 1 1 1
109 0 0 1 1
121 1 1 1 1
125 0 0 0 0
131 0 0 1 1
139 0 1 1 1
149 0 0 1 1
151 1 0 1 1
169 1 0 1 1
179 0 1 1 1
181 0 1 1 1
191 1 0 1 1
199 1 1 1 1
211 0 0 1 1
229 0 0 1 1







subdegree 5 6 5 6
241 1 1 1 1
251 0 0 1 1
256 0 0 0 0
269 0 0 1 1
271 1 0 1 1
281 1 1 1 1
289 1 0 1 1
311 1 0 1 1
331 0 0 1 1
349 0 0 1 1
359 1 1 1 1
361 1 1 1 1
379 0 1 1 1
389 0 0 1 1
401 1 1 1 1
409 1 0 1 1
419 0 1 1 1
421 0 1 1 1
431 1 0 1 1
439 1 1 1 1
449 1 0 1 1
461 0 1 1 1
479 1 1 1 1
491 0 0 1 1
499 0 1 1 1
509 0 0 1 1
521 1 1 1 1
529 1 0 1 1
541 0 1 1 1
569 1 0 1 1
571 0 0 1 1
599 1 1 計算不能
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2.2 suborbit の個数の計算方法
群の正規化群を計算することで subdegree 毎に suborbit が何個あるか知ることが出来
る ([BI74]). その方法を紹介するため, まず記号を定義しておく.
G を集合 Ω 上の置換群とし, G の部分群 K に対して
IΩ(K) = {b ∈ Ω | ∀g ∈ K, bg = b}
とおき, さらに G の部分群 L, M に対して
AL,M (K) = {Kg | g ∈ L, Kg ≤ M}
とする. a ∈ Ω, H = Ga とおく. ここで H1, . . . , Hs を H の部分群の共役類の代表系と
し, Ωi = H/Hi とおくと, Ω ∼=H
∪
i yiΩi と分割できる. ただし yi は H-集合 Ωi と H-
同値な H-orbit の個数を表す.
以上の記号の下で, 次の式が成り立つ.










(1 ≤ j ≤ s).
命題 2.2.1の連立方程式の係数は |AL,M (K)| と正規化群の位数で表すことが出来, これ
を解けば yi を得られる.
この式を今回の計算の対象に当てはめる. G は PSL(2, q), G の部分群 A5 を H とお
き, H の部分群の 9個の共役類の代表系を
H1 = 1, H2 = C2, H3 = C3,
H4 = C5, H5 = C2 × C2, H6 = S3,
















(1 ≤ j ≤ 9).
連立方程式 (2.1)の係数のうち q に依存するのは |NG(Hj)| だけで, 他の値は A5 の中だ
けで決まっている. この連立方程式を解くことで yi を計算できる. 手順は以下のように
なる.
■前処理 予め次の計算をしておく. 代表系 {Hi}9i=1 に対して
vij = |IΩi(Hj)| =
|AA5,Hi(Hj)||NA5(Hj)|
|Hj |




■本処理 q(q2 − 1) ≡ 0 (mod 5) を満たす素数冪 q に対して PSL(2, q) =: G とその部
分群 A5 =: H, j = 1, . . . 9 に対して正規化群 NG(Hj) を求める. 以上の準備より, 連立
方程式 (2.1)を解く.









つまり V −1 を掛けて, y1, . . . , y9 を得る.
実際には次のようなプログラムを用いて計算を行った. 2.1節の方法では q = 571 まで







; /* 前処理 */
nors := [|NA5(Hi)| | i = 1, . . . , 9];
for q: q(q2 − 1) ≡ 0 (mod 5) を満たす素数冪 do /* 本処理 */
G := PSL(2, q);
H := A5 ≤ G;









subdegrees 60 30 20 12 15 10 6 5 1
9 0 0 0 0 0 0 0 1 1
11 0 0 0 0 0 1 0 0 1
16 0 0 2 1 1 0 0 0 1
19 0 1 1 0 0 0 1 0 1
25 0 2 1 4 0 0 0 0 2
29 1 3 2 1 0 0 0 0 1
31 2 3 1 1 0 0 0 1 1
41 7 3 2 1 0 0 1 1 1
49 13 4 2 2 0 1 0 1 1
59 24 5 4 2 0 1 1 0 1
61 27 5 4 2 0 1 1 0 1
64 67 0 10 6 5 0 0 0 1
71 44 7 4 3 0 1 0 1 1
79 62 8 5 3 0 0 1 1 1
81 65 8 12 3 0 0 1 1 1
89 90 10 6 4 0 0 0 1 1
101 134 11 8 4 0 0 1 0 1
109 170 12 8 5 0 1 0 0 1
121 236 12 8 5 0 1 1 1 1
125 258 15 10 12 0 0 0 0 1
131 300 15 10 6 0 1 0 0 1
139 360 16 11 6 0 0 1 0 1
149 445 18 12 7 0 0 0 0 1
151 464 18 11 7 0 0 0 1 1





subdegrees 60 30 20 12 15 10 6 5 1
179 780 20 14 8 0 1 1 0 1
181 807 20 14 8 0 1 1 0 1
191 950 22 14 9 0 1 0 1 1
199 1076 23 15 9 0 0 1 1 1
211 1284 26 17 10 0 0 0 0 1
229 1646 27 18 11 0 1 0 0 1
239 1874 27 18 11 0 1 1 1 1
241 1922 27 18 11 0 1 1 1 1
251 2172 30 20 12 0 1 0 0 1
256 4636 0 42 25 21 0 0 0 1
269 2677 33 22 13 0 0 0 0 1
271 2738 33 21 13 0 0 0 1 1
281 3055 33 22 13 0 0 1 1 1
289 3325 34 22 14 0 1 0 1 1
311 4148 37 24 15 0 1 0 1 1
331 5004 41 27 16 0 0 0 0 1
349 5870 42 28 17 0 1 0 0 1
359 6392 42 28 17 0 1 1 1 1
361 6500 42 28 17 0 1 1 1 1
379 7524 46 31 18 0 0 1 0 1
389 8137 48 32 19 0 0 0 0 1
401 8917 48 32 19 0 0 1 1 1
409 9463 49 32 20 0 1 0 1 1
419 10176 50 34 20 0 1 1 0 1





subdegrees 60 30 20 12 15 10 6 5 1
431 11078 52 34 21 0 1 0 1 1
439 11708 53 35 21 0 0 1 1 1
449 12528 55 36 22 0 0 0 1 1
461 13562 56 38 22 0 0 1 0 1
479 15218 57 38 23 0 1 1 1 1
491 16392 60 40 24 0 1 0 0 1
499 17208 61 41 24 0 0 1 0 1
509 18265 63 42 25 0 0 0 0 1
521 19591 63 42 25 0 0 1 1 1
529 20509 64 42 26 0 1 0 1 1
541 21939 65 44 26 0 1 1 0 1
569 25530 70 46 28 0 0 0 1 1
571 25800 71 47 28 0 0 0 0 1
599 29792 72 48 29 0 1 1 1 1
601 30092 72 48 29 0 1 1 1 1
619 32880 76 51 30 0 0 1 0 1
625 33828 77 51 124 0 0 0 0 2
631 34832 78 51 31 0 0 0 1 1
641 36517 78 52 31 0 0 1 1 1
659 39684 80 54 32 0 1 1 0 1
661 40047 80 54 32 0 1 1 0 1
691 45756 86 57 34 0 0 0 0 1
701 47774 86 58 34 0 0 1 0 1
709 49430 87 58 35 0 1 0 0 1





subdegrees 60 30 20 12 15 10 6 5 1
729 53716 90 120 36 0 0 0 1 1
739 55980 91 61 36 0 0 1 0 1
751 58754 93 61 37 0 0 0 1 1
761 61135 93 62 37 0 0 1 1 1
769 63085 94 62 38 0 1 0 1 1
809 73458 100 66 40 0 0 0 1 1
811 74004 101 67 40 0 0 0 0 1
821 76778 101 68 40 0 0 1 0 1
829 79046 102 68 41 0 1 0 0 1
839 81944 102 68 41 0 1 1 1 1
841 82532 102 68 41 0 1 1 1 1
859 87948 106 71 42 0 0 1 0 1
881 94885 108 72 43 0 0 1 1 1
911 104918 112 74 45 0 1 0 1 1
919 107708 113 75 45 0 0 1 1 1
929 111264 115 76 46 0 0 0 1 1
941 115634 116 78 46 0 0 1 0 1
961 123170 117 78 47 0 1 1 1 1
971 127056 120 80 48 0 1 0 0 1
991 135074 123 81 49 0 0 0 1 1
1009 142573 124 82 50 0 1 0 1 1
1019 146856 125 84 50 0 1 1 0 1
1021 147723 125 84 50 0 1 1 0 1
1024 298163 0 170 102 85 0 0 0 1





subdegrees 60 30 20 12 15 10 6 5 1
1039 155678 128 85 51 0 0 1 1 1
1049 160218 130 86 52 0 0 0 1 1
1051 161136 131 87 52 0 0 0 0 1
1061 165782 131 88 52 0 0 1 0 1
1069 169562 132 88 53 0 1 0 0 1
1091 180252 135 90 54 0 1 0 0 1
1109 189325 138 92 55 0 0 0 0 1
1129 199759 139 92 56 0 1 0 1 1
1151 211670 142 94 57 0 1 0 1 1
1171 222900 146 97 58 0 0 0 0 1
1181 228662 146 98 58 0 0 1 0 1
1201 240482 147 98 59 0 1 1 1 1
1229 257701 153 102 61 0 0 0 0 1
1231 258962 153 101 61 0 0 0 1 1
1249 270493 154 102 62 0 1 0 1 1
1259 277044 155 104 62 0 1 1 0 1
1279 290462 158 105 63 0 0 1 1 1
1289 297330 160 106 64 0 0 0 1 1
1291 298716 161 107 64 0 0 0 0 1
1301 305714 161 108 64 0 0 1 0 1
1319 318584 162 108 65 0 1 1 1 1
1321 320036 162 108 65 0 1 1 1 1
1331 327360 165 110 66 0 1 0 0 1
1361 350005 168 112 67 0 0 1 1 1





subdegrees 60 30 20 12 15 10 6 5 1
1381 365667 170 114 68 0 1 1 0 1
1399 380156 173 115 69 0 0 1 1 1
1409 388368 175 116 70 0 0 0 1 1
1429 405146 177 118 71 0 1 0 0 1
1439 413714 177 118 71 0 1 1 1 1
1451 424152 180 120 72 0 1 0 0 1
1459 431208 181 121 72 0 0 1 0 1
1471 441938 183 121 73 0 0 0 1 1
1481 451015 183 122 73 0 0 1 1 1
1489 458365 184 122 74 0 1 0 1 1
1499 467664 185 124 74 0 1 1 0 1
1511 478988 187 124 75 0 1 0 1 1
1531 498264 191 127 76 0 0 0 0 1
1549 516050 192 128 77 0 1 0 0 1
1559 526112 192 128 77 0 1 1 1 1
1571 538356 195 130 78 0 1 0 0 1
1579 546624 196 131 78 0 0 1 0 1
1601 569797 198 132 79 0 0 1 1 1
1609 578383 199 132 80 0 1 0 1 1
1619 589236 200 134 80 0 1 1 0 1
1621 591423 200 134 80 0 1 1 0 1
1669 645542 207 138 83 0 1 0 0 1
1681 659570 207 138 83 0 1 1 1 1
1699 680988 211 141 84 0 0 1 0 1





subdegrees 60 30 20 12 15 10 6 5 1
1721 707791 213 142 85 0 0 1 1 1
1741 732759 215 144 86 0 1 1 0 1
1759 755726 218 145 87 0 0 1 1 1
1789 795062 222 148 89 0 1 0 0 1
1801 811172 222 148 89 0 1 1 1 1
1811 824760 225 150 90 0 1 0 0 1
1831 852392 228 151 91 0 0 0 1 1
1849 877783 229 152 92 0 1 0 1 1
1861 894987 230 154 92 0 1 1 0 1
1871 909494 232 154 93 0 1 0 1 1
1879 921212 233 155 93 0 0 1 1 1
1889 936000 235 156 94 0 0 0 1 1
1901 953954 236 158 94 0 0 1 0 1
1931 999840 240 160 96 0 1 0 0 1
1949 1028065 243 162 97 0 0 0 0 1
1951 1031234 243 161 97 0 0 0 1 1
1979 1076280 245 164 98 0 1 1 0 1
1999 1109246 248 165 99 0 0 1 1 1
2011 1129344 251 167 100 0 0 0 0 1
2029 1159946 252 168 101 0 1 0 0 1
2039 1177184 252 168 101 0 1 1 1 1
2069 1229917 258 172 103 0 0 0 0 1
2081 1251445 258 172 103 0 0 1 1 1
2089 1265935 259 172 104 0 1 0 1 1





subdegrees 60 30 20 12 15 10 6 5 1
2111 1306358 262 174 105 0 1 0 1 1
2129 1340064 265 176 106 0 0 0 1 1
2131 1343844 266 177 106 0 0 0 0 1
2141 1362854 266 178 106 0 0 1 0 1
2161 1401410 267 178 107 0 1 1 1 1
2179 1436724 271 181 108 0 0 1 0 1
2209 1496893 274 182 110 0 1 0 1 1
2221 1521423 275 184 110 0 1 1 0 1
2239 1558718 278 185 111 0 0 1 1 1
2251 1583916 281 187 112 0 0 0 0 1
2269 1622222 282 188 113 0 1 0 0 1
2281 1648100 282 188 113 0 1 1 1 1
2309 1709545 288 192 115 0 0 0 0 1
2311 1713992 288 191 115 0 0 0 1 1
2339 1777056 290 194 116 0 1 1 0 1
2341 1781619 290 194 116 0 1 1 0 1
2351 1804550 292 194 117 0 1 0 1 1
2371 1851000 296 197 118 0 0 0 0 1
2381 1874522 296 198 118 0 0 1 0 1
2389 1893482 297 198 119 0 1 0 0 1
2399 1917362 297 198 119 0 1 1 1 1
2401 1922162 297 198 119 0 1 1 1 1
2411 1946280 300 200 120 0 1 0 0 1
2441 2019847 303 202 121 0 0 1 1 1
2459 2064864 305 204 122 0 1 1 0 1






規約 この章では F は代数的閉体であるとし, F の標数を p とする. F の乗法群を F ∗


















D = {dω | ω ∈ F ∗}, T = {tλ | λ ∈ F}, H = DT, Z = Z(L).




{1} (p = 2),
{±1} (p ̸= 2)
但し 1は単位行列である. また, 剰余群 L/Z は単純群である.
(ii) 任意の ω, ω′ ∈ F ∗, λ, µ ∈ F に対して
dωdω′ = dωω′ , tλtµ = tλµ,
dω
−1tµdω = tσ (σ = ω2µ), w−1dωw = d−1ω
が成り立つ.
(iii) D, T, H は L の部分群で,
D ∼= F ∗, T ∼= F+, T ▹ H.
注意 3.1.2. (i) L の任意の元は dω (ω ∈ F ∗)または ±tλ (λ ∈ F )と L の中で共役で
ある.
(ii) p ̸= 2 ならば L は位数 2の元をただ一つ含んでいる.
(iii) L の有限位数 n の元 x ̸= 1 が ±tλ (λ ∈ F )と共役であるために必要かつ十分な条




注意 3.1.3. (i) L の元 x, F の元 λ ̸= 0 に対して x−1tλx = tµ (µ ∈ F ) が成り立
てば x ∈ H である. さらに λ = µ ならば x ∈ ZT ∼= Z × T である. すなわち
CL(tµ) = ZT ∼= Z × T が成り立つ.
(ii) L の元 y, F の元 ω ̸= ±1 に対して y−1dωy = dρ (ρ ∈ F ∗)が成り立てば ρ = ω
または ω−1 で y ∈ ⟨D, w⟩ となる. 特に ω ̸= ±1 ならば CL(dω) = D であり, ま
た D1 が D の部分群で |D1| ≥ 3 ならば NL(D1) = ⟨D,w⟩ である.
注意 3.1.4. L の元 x が中心 Z に含まれている場合を除けば CL(x) は L の可換部分群
である.
体 F 上の 1次元射影空間, すなわち射影直線を L と表す. 特殊射影変換群 PSL(L) は
SL(2, F )/Z に同型である. F が代数的閉体, または標数 2の有限体であれば特殊射影変
換群 SL(L) も L 上 3重可移である. この時 SL(2, q) の元 x の L への作用, 特にその固
定点について以下の事が成り立つ.
注意 3.1.5. (i) Z に含まれていない元 x は L 上高々 2つの固有点をもつ.
(ii) 共役元の固有点の個数は相等しい.
(iii) 元 dω (ω ̸= 0) の固定点はちょうど 2つである.
(iv) 部分群 T の元はちょうど 1つの共通固有点を持つ. その固定点を P とすれば固定
群 StabL(P ) は H = TD である.
L の有限部分群を G とし, G の構造を調べる. このとき, G が Z を含む場合を考えれ
ば十分である. なぜなら, もし Z ̸⊂ G ならば注意 3.1.1, 注意 3.1.2より |Z| = 2 であり,
|G| は奇数. したがって G ∩ Z = ∅ であり, GZ < L について GZ = G × Z が成り立つ
ので, G の構造は GZ により決まるからである.
群 G の構造を調べるための基礎は, 極大可換部分群に関する次の性質である.
注意 3.1.6. 群 L の有限部分群を G とし G ⊃ Z と仮定する. G の極大可換部分群全体
のつくる集合を M とおく.
(i) x ∈ G − Z ならば CG(x) ∈ M である.
(ii) M に属する相異なる部分群を A,B とすれば A ∩ B = Z となる.
(iii) M の元 A は位数が p と素な巡回群であるか, または
A = Q × Z
となる. ここで Q は G のシロー p-部分群である.
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(iv) A ∈ M の位数が p と素ならば |NG(A) : A| ≥ 2 が成立する.
(v) G のシロー p-群を Q とし, Q ̸= {1} と仮定する. この時
NG(Q) = QK
となる巡回群 K がある. もし |K| > |Z| ならば K ∈ M となる.
証明. (i) 注意 3.1.4より, 元 x が中心 Z に含まれていなければ CL(x) は可換群である
ので, CG(x) = CL(x) ∩ G も可換群である. この CG(x) が G の極大部分群であること
を示す. G の可換部分群 M で
CG(x) ⊆ M ⊆ G
を満たすものに対して, x ∈ CG(x) であるから M の各元は x と可換である. よって M
は CL(x) に含まれる. これより
M ⊆ G ∩ CL(x)
= CG(x).
このことから CG(x) = M が成り立つので, CG(x) は極大部分群である.
(ii) A,B ∈ M とする. Z は可換群なので A, B ともに Z を含むから Z ⊆ A ∩ B. 逆
に, x ∈ A ∩ B に対して CG(x) は A, B の両方を含む. 仮定から A と B は相異なる M
の元なので, CG(x) は可換群ではない. よって (i) の対偶により, x は G − Z の元ではな
い, すなわち x ∈ Z である. 以上より A ∩ B = Z が成り立つ.
(iii) まず, G の任意の元 x に対して ⟨x,Z⟩ は可換群である. よって G ̸= Z ならば
G − Z の元 x に対して Z ( ⟨x,Z⟩ となるので M の任意の元 A は Z ( A であり,
x ∈ G − Z となる元 x を含んでいて A ⊆ CG(x) となるから, A ∈ M より A = CG(x)
となる. 注意 3.1.2(i)により, この x ∈ A−Z なる元は dω (ω ̸= ±1) または ±tλ (λ ̸= 0)
に L 上で共役である. もし x が dω と共役ならば注意 3.1.3(ii) で述べた事から CL(x)
は D と共役である. 注意 3.1.1(iii)より D ∼= F ∗ であるから CG(x) = CL(x) ∩ G は体
の乗法群 F ∗ の有限部分群に同型で, それは体の乗法群の有限部分群について知られて
いる性質から p と素な位数の巡回群である. よって (iii)の第 1の場合については示され
る. 一方, x が ±tλ と共役ならば注意 3.1.3(i)で述べた事から CL(x) は Z × T と共役で
ある. よって CG(x) = CL(x) ∩ G は Z × T の部分群に同型である. 注意 3.1.1(iii)より
T ∼= F+ で, それが有限部分群を含むからこの場合は p > 0 であり,
A = CG(x) = Z × Q
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を満たす初等可換 p-群 Q が存在する. この Q が G のシロー p-群であることを示す. Q
を含む G のシロー p-群を S とすれば p-群の基本性質により Z ̸= {1} を得るから 1でな
い Z(S) の元 z に対して Z, S ⊆ CG(z) である. Z ∩S = {1} であるから Z ×S ⊂ CG(z)
となる. z ̸∈ Z ゆえに (i)より CG(z) ∈ M. よって
A = Z × Q
⊆ Z × S
⊆ CG(z)
∈ M.
A ∈ M であったので A = CG(z) となる. したがって Q = S が成り立ち, Q は G のシ
ロー p-群である.
(iv) この場合, (iii)より A は位数が p と素の巡回群であって, 注意 3.1.2(iii)より A の
生成元は dω (ω ̸= ±1) と共役である. したがって注意 3.1.3(ii) より NL(A) は L 上で
⟨D, w⟩ に共役であるから NG(A) は ⟨D,w⟩ = D ∪ Dw の部分群に同型である. ここで
(iii)の証明で見たように A は D の有限部分群に同型であった. ゆえに |NG(A) : A| ≤ 2
となる.
(v) この場合, (iii)の第 2の場合の証明からわかるように Q は T の部分群と共役になる
ので G を Q ⊂ T となるように L 上で共役な群に置き換える. この時, 注意 3.1.3(i)より
NG(Q) ⊂ H を得る. T は F+ に同型であるから T の有限部分群は初等可換 p-群となる
事と, Q が G のシロー p-群である事から
NG(Q) ∩ T = Q
が成立するので第 2同型定理より
NG(Q)/Q = NG(Q)/(NG(Q) ∩ T )
∼= (NG(Q)T )/T
< H/T




より位数が p と素の有限巡回群である. そこで NG(Q)/Q の生成元 xQ を x の位数が p
と素であるように取る. K = ⟨x⟩ とおけば
NG(Q) = QK, Q ∩ K = {1}
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が成り立つ.
次に |K| > |Z| の時, K ∈ M であることを示す. この可換群 K を含む M の元を A と
する. 仮定より |K| > |Z| かつ |K| は p と素であるから (iii)より A は位数が p と素の
巡回群である. したがって注意 3.1.5(ii) 及び (iii) により A の生成元は射影直線 L の上
にちょうど 2つの固定点 P1, P2 を持っている. 一方, K の生成元 x も同様に 2つの固定
点を持つから {P1, P2} が x の固定点で, その他に x の作用により固定される点は存在し
ない. 一方 注意 3.1.5(iv)より T の元の共通固定点を P とすれば K ⊂ NG(Q) ⊂ H で
あって StabL(P ) = H であるから, K は P を固定する. よって P = P1 または P = P2
が成り立つので A は P の安定化群に含まれる. また Q = G∩T より DT ∩G ⊂ NG(Q)
であるから
A ⊂ StabL(P ) ∩ G




A = QK ∩ A
= (Q ∩ A)K
= K
を得て K ∈ M が示される.
以上の L の性質を利用して, 有限部分群 G の元の数を数える事が出来, さらに G の構
造を特定出来る. そのために先ず記号を準備する.
L の有限部分群を G とし, G は Z を含むと仮定する.
|Z| = e
とおけば, 注意 3.1.1により e = 1 または 2である. 群 G の位数を
|G| = eg
と書く. G のシロー p-群を Q とし,
|Q| = q, |NG(Q) : Q| = ek
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とおく. 注意 3.1.6(iii) より, G の極大可換部分群の集合 M は Z × Q の共役群を含み,
M のその他の元は, 位数が p と素な巡回群である. A ∈ M の位数が p と素ならば, 注意
3.1.6(iv) により
|NG(A) : A| ≤ 2
が成り立つ. そこで整数 s, t を次のように決める. 位数が p と素なM の元は C1, . . . Cs+t
と共役類に分かれ,
Ai ∈ Ci (i = 1, 2, . . . , s + t)
とした時 i ≤ s に対して Ai = NG(Ai), i > s に対して
|NG(A) : A| = 2
が成り立つとする.
Ai ⊃ Z だから
|Ai| = egi (i = 1, 2, . . . , s + t)
とおけば, 各 Ai は Z に属さない元を egi − e 個含んでいる.
注意 3.1.6(i)により, G の各元はM の元である部分群に含まれる. M に属する 2つの
相異なる部分群の共通部分は 3.1.6(ii)で示したように Z だから, 共役類 Ci の元 Ai 達の
中に Z に属さない元が ∑
Ci









1 (i ≤ s),
2 (i > s)
である. 同様に Z × Q の共役群達の中に, Z に属さない元が∑
Q∈Sylp(G)






だけ含まれている. ただし Sylp(G) は G のシロー p-群全体からなる集合を表す. 従って
次の等式を得る.














































すると, s と t の組み合わせは次の 6通りしか有り得ない.
場合 (I) (II) (III) (IV) (V) (VI)
s 1 1 0 0 0 0
t 0 1 0 1 2 3
なぜなら, 定義により q は p の冪であり, 各 gi は 1より大きい自然数であるから
(gi − 1)gi ≥
1
2









以下, それぞれの場合について証明していく. 初めに NG(Ai) の構造について補題を述
べておく. G の構造を調べる際, この生成関係をもつ群が度々現れる.
補題 3.1.7. A ∈ M に対して |NG(A) : A| = 2 であるとする. さらに n = gi とおき
NG(A) は位数 2e の A と異なる部分群 B ∈ M を含むとする. このとき A の生成元 x
に対して NG(A) − A の元 y で
xn = y2, y−1xy = x−1
を満たすものが存在する.
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証明. A と B は相異なるので注意 3.1.6(ii)より A ∩ B = Z であるから, y を B − Z か
ら取ることが出来る.
第 1の式 xn = y2 を示す. 仮定より ordx = en, ordy = 2e である. よって e = 1 の場
合は xn = 1 = y2 が成り立ち, e = 2 の場合は p ̸= 2 であるから注意 3.1.2(ii)より位数 2
の元は −1 ∈ Z のみなので xn = −1 = y2 が成り立つ.
第 2の式については, n は p と素であることから x は dω (w ̸= ±1)に L 上で共役であ
る. したがって注意 3.1.3(ii)より NG(A)−A の元 y に L 上で同時に共役となる元は dω
を共役により dω または dω−1 へと移す. このとき, dω に移すとすると y と x は可換に
なるので A = B でなければならないが A ̸= B であったのでこれは起こりえない. よっ
て dω−1 に移すとわかり, G 上で y−1xy = x−1 が成り立つ.

























q について, q = 1 の場合と q > 1 場合を考える.
q = 1 のとき, (3.2)式より g1 = g. すなわち G = A1 を得るから G 自身が p と素な
位数の巡回群である.
次に q > 1 と仮定する. この時は NG(Q) = G を示せばよい. なぜなら, 注意 3.1.6
の証明から Q が初等可換 p-群であることはわかっており, さらに Q はシロー p-群なの
で G/Q の位数は p と素である. 注意 3.1.6(v) から NG(Q) = QK (K は巡回群) であ
るので, NG(Q) = G であれば G/Q ∼= K となるからである. さて, 式 (3.2)より k > 1
を得るので注意 3.1.6(v) から k は gi (1 ≤ i ≤ s + t) のいずれかと一致する. この場合
s = 1, t = 0 より k = g1 でなくてはならないから (3.2) より g = qk を得る. 従って
G = NG(Q) となる.
(II) 位数 |G| は p と素であり G は位数 4n の群
⟨x, y | xn = y2, y−1xy = x−1⟩ (n は奇数),
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を得る. |G| は p と素であることを背理法で示す. |G| が p で割れるとすると, q ≥ 2 で
あるから (q − 1)/qk ≥ 1/2k が成り立つ. よって式 (3.3)の左辺の最後の項は少なくとも






































であるから矛盾が生じる. この矛盾は |G| が p で割れると仮定したことから生じたので






























よって g1 = 2 または g1 = 3 である.
先ず g1 = 2 とすれば (3.3)より g = 2g2 を得るから |G| = 2|A2| = NG(A2) が成り立
ち G = NG(A2) である. この時 n = g2 とおけば補題 3.1.7より A2 の生成元 x と A1
の生成元 y との間に
xn = y2, y−1xy = x−1
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という関係がある. またこの時 n は奇数である. なぜならば A1 = NG(A1) より A1 は
G のシロー 2-群であるから, その個数は




であり, シローの定理により n ≡ 1 (mod 2) が成り立つためである. 最後に G の表示が
⟨X,Y | Xn = Y 2, Y −1XY = X−1⟩
となる事を示す. 文字 X, Y で生成される自由群を F とし, 有限表示群を
F/N = ⟨X,Y | Xn = Y 2, Y −1XY = X−1⟩
とおく. ここに N は関係 Xn = Y 2, Y −1XY = X−1 から生成される F の正規部分群.
今 g1 = 2 より p ̸= 2 であるから e = 2. |⟨x, y⟩| ≥ 4n = |G| より ⟨x, y⟩ = G が成り立
つ. すると次のように F から G への全射準同型 φ を定められる:
φ : F −→ G
X 7−→ x
Y 7−→ y






よって N = kerφ が成立するので, F/N ∼= G が成り立ち, G は上の表示を持つとわかる.
次に g1 = 3 であれば (3.3)より g2 = 2, g = 12 を得る. よって p ̸= 2 なので e = 2 と
なり |G| = 24 である. ここで補題 3.1.7より A2 の生成元を x とすれば
x2 = y2, y−1xy = x−1
を満たす G の元 y が存在する. x の位数は 4なので H := ⟨x, y⟩ は 4元数群となる. y の
生成する部分群は位数 4の巡回群なので gi の定義から A2 に共役でなくてはならない. 同
様に H に含まれる 3つの位数 4の部分群 ⟨x⟩, ⟨y⟩, ⟨xy⟩ は全て共役で, NG(A2) の指数は
3であるからそれらの他に A2 の共役群は存在しない. したがって H = ⟨x⟩ ∪ ⟨y⟩ ∪ ⟨xy⟩
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であるから H のどの元も位数 4 の部分群のうち少なくとも 1 つに含まれ, G の中で共
役を取るとまた H に含まれる位数 4 の部分群の元となるから H ▹ G となり G は 4 元
数群の非可換な拡大とわかる. このような位数 24 の群は SL(2, 3) の同型類のみなので
G ∼= SL(2, 3) と一意的に定まる.
(III) G = Z × Q.
証明. s = t = 0 ゆえに位数が p と素な元は Z の元のみ. よって注意 3.1.6 より
NG(Q) = QZ しか起こり得ないので k = 1 となる. すると (3.1) より g = q を得られ
るので G = QZ. この時 Z, Q は共に G の正規部分群かつ Z ∩ Q = {1} であるから
G = Z × Q である.
(IV) p = 2 であって G は位数 2n (n は奇数) の 2面体群であるかまたは p = 3 およ































となるから (II)と同様に q = 2 または q = 3 である.
まず q = 2 とすれば (3.4) より g = 2g1 を得るので G = NG(A1) である. この時
n = g1 とおけば補題 3.1.7 より A1 の生成元 x と G のシロー 2 群 Q の生成元 y との
間に
xn = y2 = 1, y−1xy = x−1
という関係がある. またこの時 n は奇数である. なぜならば Q は G のシロー 2-群であ
るから, その個数は




であり, シローの定理により n ≡ 1 (mod 2) が成り立つためである. 最後に G の表示が
⟨X,Y | Xn = Y 2, Y −1XY = X−1⟩
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となる事を示す. 文字 X, Y で生成される自由群を F とし, 有限表示群を
F/N = ⟨X, Y | Xn = Y 2 = 1, Y −1XY = X−1⟩
とおく. ここに N は関係 Xn = Y 2 = 1, Y −1XY = X−1 から生成される F の正規部
分群. 今 q = 2 より p = 2 であるから e = 1. |⟨x, y⟩| ≥ 2n = |G| より ⟨x, y⟩ = G が成
り立つ. すると次のように F から G への全射準同型 φ を定められる:
φ : F −→ G
X 7−→ x
Y 7−→ y






よって N = kerφ が成立するので, F/N ∼= G が成り立ち, G は上の表示を持つとわかる.
次に q = 3 であれば (3.4)より g1 = 2, g = 12 を得る. よって p ̸= 2 なので e = 2 と
なり |G| = 24 である. ここで補題 3.1.7より A1 の生成元を x とすれば
x2 = y2, y−1xy = x−1
を満たす G の元 y が存在する. x の位数は 4なので H := ⟨x, y⟩ は 4元数群となる. y の
生成する部分群は位数 4の巡回群なので gi の定義から A1 に共役でなくてはならない. 同
様に H に含まれる 3つの位数 4の部分群 ⟨x⟩, ⟨y⟩, ⟨xy⟩ は全て共役で, NG(A1) の指数は
3であるからそれらの他に A1 の共役群は存在しない. したがって H = ⟨x⟩ ∪ ⟨y⟩ ∪ ⟨xy⟩
であるから H のどの元も位数 4 の部分群のうち少なくとも 1 つに含まれ, G の中で共
役を取るとまた H に含まれる位数 4 の部分群の元となるから H ▹ G となり G は 4 元
数群の非可換な拡大とわかる. このような位数 24 の群は SL(2, 3) の同型類のみなので
G ∼= SL(2, 3) と一意的に定まる. よって (IV)が証明される.










(d = 1 または 2);





























が成り立つ. ただし i は g1, g2 > gi を満たすものとする. これより gi ≥ g を得るが,
G と Ai の仮定により g ≥ 2gi であるから矛盾が生じる. この矛盾は q = 1 を仮定し
たことから生じたので q > 1 である. また, 今度は k = 1 を仮定すると gi ≥ 2 より

















となり, 矛盾が生じる. この矛盾は k = 1 を仮定したことから生じたので k > 1 である.
したがって注意 3.1.6より k は g1 または g2 に等しい. そこで改めて k = g1 と記号を定
















g1 < g2 (3.6)
を得る. 次に
q ≡ 1 (mod g1) (3.7)
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を示す. 注意 3.1.6(i), (iii) より G のシロー p-群 Q に対して Z ∩ Q = {1} であるので














となり, ちょうど k = g1 個である. したがって NG(Q) において Q − {1} は長さ g1 の
共役軌道の和集合となるので g1 は q − 1 を割り切る. よって (3.7)が成り立つ. (3.5)の
両辺に 2g1g2q を掛けて分母を取り払い
aq = 2g1g2q
とおく. ここに a ∈ Q である. すると
g2q + g1q = a + 2(q − 1)g2
となるから
g1q = a + (q − 2)g2 (3.8)
を得る. g1, g2, q は整数であるから g1q, (q − 2)g2 も整数なので a は整数である. また
g1 < g2 であるから












q について q ≥ 4 の場合と q = 3 の場合とを考える. q = 2 は起こりえない. なぜなら,
q = 2 とすると (3.7)より g1 = 1 となり g1 = k > 1 に矛盾するためである.
まず q ≥ 4 と仮定すれば不等式 (3.9) より g1 > g2/2 を得るから (3.6) と合わせて
2g1 > g2 > g1 となるので合同式 (3.10)より整数 m が存在して
g2 = mg1 + a
となる. この時 m = 1 となる事を示す. まず, 不等式から m ≥ 1 である. m = 0 である
と仮定すると (3.8)より g1q = (q − 1)g2 であるから p は (q − 1)g2 を割り切るので p は
g2 を割る事になるが, 仮定より g2 は p と素である事に矛盾する. この矛盾は m = 0 か
ら生じたので m は 0でない. また m < 0 であると仮定すると a = g2 − mg1 > 2g1 が
成り立つが, 一方で g2 と q は互いに素であるから g2q は g を割るので a の定義式より
a = 2g1(g2q/g) ≤ 2g1 が成り立つので矛盾が生じる. この矛盾は m < 0 から生じたので,
以上を合わせて m = 1 がわかる. よって
g2 = g1 + a
を得る. (3.8)を用いて g1q = a + (q − 2)(g1 + a) から
2g1 = a(q − 1)
が成り立つ. よって 2g2 = a(q + 1) がわかる. すると (3.5) により 2g = a(q2 − 1)q であ






を得られ, 右辺は (3.7)より整数である. したがって a は 2の約数だから d = 2/a と置い
て第 1の場合が得られる.
次に q = 3 と仮定すれば (3.7)により g1 = k = 2 となるので不等式 (3.6)および (3.10)
から 2 < g2 < 6 を得る. 定義より g2 は標数 p = 3 に素であるから g2 = 4 または 5とな
り, g2 = 4 とすると第 1の場合で d = 1 の場合が得られ, g2 = 4 とすれば第 2の場合と
なる.
G の構造は, 第 2の場合には SL(2, 5) となり, 第 1の場合には{
SL(2, q) (e/d = 1)
⟨SL(2, q), dπ⟩ (e/d = 2)
となる. ただし π は |K(π)| = q2 かつ ⟨π2⟩ = F∗q を満たす.
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ここで第 1の場合に, e = 1 かつ d = 2 である事はない. なぜなら, e = 1 すなわち体
F の標数が 2であれば位数 (q − 1)/d の部分群 A1 の存在により d = 1 とならなければ
ならないからである.
詳しくは [Suz77]第 3章 §6を参照されたい.
(VI) G は次の 3つの同型類の 1つと同型である:
⟨x, y | xn = y2, y−1xy = x−1⟩ (n は偶数),



















を得る. この時 q = 1 であることを示す. もし q > 1 ならば (q − 1)/qk ≥ 1/2k であっ
て注意 3.1.6(v)より k は gi のうちの 1つの約数である. そのような gi を g3 と決める





























































を得る. したがって, 改めて 1 < g1 ≤ g2 ≤ g3 となるように記号を選べば{
g1 = 2, g2 = 2, g = 2g3
g1 = 2, g2 = 3, g3 ≤ 5
のいずれかが成立する.
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第 1 の場合は G = NG(A3) であり, n = g3 とおくと n は偶数となる. なぜなら, も
し n が奇数ならば |G| = 2en であるから A1, A2 は G のシロー 2-群となるのでシロー
の定理よりこれらは G で共役となるが, これは A1 と A2 の決め方に反する. この矛盾は
n は奇数であると仮定したことから生じたので n は偶数である. すると補題 3.1.7より G
の表示は
⟨x, y | xn = y2, y−1xy = x−1⟩ (n は偶数)
となる.
第 2の場合, もし g3 = 3 であれば上の式より g = 12 となるのでG のシロー 3-群 S の
位数は 3. するとシローの定理から共役類 C2 の元 A2,共役類 C3 の元 A3 で S ⊂ A2∩A3
が成り立つものが存在する. これより A2 = A3 となるが, これは A2, A3 の決め方に反す
る. この矛盾は g3 = 3 から生じたので g3 = 4 または 5であり, 次の場合を考えればよい
事になる: {
g3 = 4, g = 24
g3 = 5, g = 60
g = 24 の場合, |G : NG(A2)| = 4 であるから次のような G から Sym(4) の中への準
同型写像 ρ を定められる.
ρ : G −→ Sym(C2)
x 7−→ ρ(x),




A∈C2 NG(A) でありこれは Z に一致するので G/Z
∼=
Sym(4) となる. したがって G は Sym(4) の 中心拡大であって, Z 以外に位数 2の元を
含まないから Sym(4) の表現群の同型類のうち, 互換に対応する元が位数 4である類に属
するとわかり, G の構造は一意的に決まる.
g = 60 の場合, 体の標数 p は |G| を割らないから p ̸= 2 であり |Z| = 2 なので G の
シロー 2-群は位数 8. |NG(A1) : A1| = 2 より NG(A1) はシロー 2-群であり, 巡回群で
ないので A2 と異なる位数 4の部分群を含む. よって補題 3.1.7より 4元数群である. し
たがって各シロー 2-群は A1 の共役群をちょうど 3個含み, またそれらの正規化群と一致
する. 部分群 A1 の個数は |G : NG(A1)| = 15 であるから G はシロー 2-群を 15/3 = 5
個含んでいる. シローの定理より次のような G から Sym(5) の中への準同型 ρ を定めら
れる.
ρ : G −→ Sym(Syl2(G))
x 7−→ ρ(x),
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NG(S) でありこれは Z に一致するので
G/Z ∼= imρ ≤ Sym(5)となる. |G/Z| = 60より imρ = Alt(5)であるからG/Z ∼= Alt(5)
となり G は Alt(5) の表現群として SL(2, 5) に一意に定まる.
以上より, それぞれの場合に SL(2, F ) の部分群 G の構造は次のように決まる.
i ≤ s s ≤ j ≤ s + t
g1 g1 g2 g3 g q k G の構造
(I) g g1 1 巡回群
k qk > 1 > 1 Q × K
(II) 2 奇数 2g2 1
⟨x, y | xg2 = y2,
y−1xy = x−1⟩
3 2 12 1 SL(2, 3), G/Z ∼= A4
(III) q g 1 Z × Q
(IV) 奇数 2g1 2 D2g1
2 12 3 SL(2, 3), G/Z ∼= A4
(V) (q − 1)/d (q + 1)/d q(q2 − 1)/d ≥ 3 > 1
{
SL(2, q) (e/d = 1)
⟨SL(2, q), dπ⟩ (e/d = 2)
2 5 60 3 SL(2, 5), G/Z ∼= A5
(VI) 2 2 偶数 2g3 1
⟨x, y | xg3 = y2,
y−1xy = x−1⟩
2 3 4 24 1 GL(2, 3), G/Z ∼= S4
2 3 5 60 1 SL(2, 5), G/Z ∼= A5




PSL(2, q)/A5 の suborbit の個数を求めるには A5 の部分群の PSL(2, q) における正規
化群の位数を求めればよいという事を第 2.2小節で述べた. 第 3.1小節で得た結果を基に,
正規化群の位数を以下のように予想した.
予想
素数冪 q = pr は 1.1.5を満たすとする. A5 の部分群
C2, C3, C2 × C2, C5, S3, D10, A4
の PSL(2, q) における正規化群の位数は次のようになる.
|NG(C2)| =
 q (p = 2),q − 1 (p ̸= 2, 4 | (q − 1)),
q + 1 (p ̸= 2, 4 - (q − 1)),
|NG(C3)| =

2q (p = 3),
2(q − 1)
e
(p ̸= 3, 3 | (q − 1))
2(q + 1)
e
(p ̸= 3, 3 - (q − 1)),
|NG(C2 × C2)| =
 3q (p = 2),24 (p ̸= 2, 条件不明),12 (p ̸= 2, 条件不明),
|NG(C5)| =

2mq (p = 5 (m ∈ N)),
2(q − 1)
e
(p ̸= 5, 5 | (q − 1)),
2(q + 1)
e
(p ̸= 5, 5 - (q − 1)),
|NG(S3)| =
{










さらに p ̸= 2 のとき
|NG(A4)| = |NG(C2 × C2)|
である.
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A5 の部分群 C2 C3 C2 × C2 C5 S3 D10 A4
A5 における正規化群 C2 × C2 S3 A4 D10 S3 D10 A4
q = 11 D12 D12 A4 D10 D12 D10 A4
19 D20 D18 A4 D20 S3 D20 A4
29 D28 D30 A4 D30 S3 D10 A4
31 D32 D30 S4 D30 S3 D10 S4
41 D40 D42 S4 D40 S3 D20 S4
49 D48 D48 S4 D50 D12 D10 S4
59 D60 D60 A4 D60 D12 D20 A4
61 D60 D60 A4 D60 D12 D20 A4
71 D72 D72 S4 D70 D12 D10 S4
79 D80 D78 S4 D80 S3 D20 S4
89 D88 D90 S4 D90 S3 D10 S4
101 D100 D102 A4 D100 S3 D20 A4
109 D108 D108 A4 D110 D12 D10 A4
121 D120 D120 S4 D120 D12 D20 S4
131 D132 D132 A4 D130 D12 D10 A4
139 D140 D138 A4 D140 S3 D20 A4
149 D148 D150 A4 D150 S3 D10 A4
151 D152 D150 S4 D150 S3 D10 S4
169 D168 D168 S4 D170 D12 D10 S4
179 D180 D180 A4 D180 D12 D20 A4
181 D180 D180 A4 D180 D12 D20 A4
191 D192 D192 S4 D190 D12 D10 S4





A5 の部分群 C2 C3 C2 × C2 C5 S3 D10 A4
211 D212 D210 A4 D210 S3 D10 A4
229 D228 D228 A4 D230 D12 D10 A4
239 D240 D240 S4 D240 D12 D20 S4
241 D240 D240 S4 D240 D12 D20 S4
251 D252 D252 A4 D250 D12 D10 A4
269 D268 D270 A4 D270 S3 D10 A4
271 D272 D270 S4 D270 S3 D10 S4
281 D280 D282 S4 D280 S3 D20 S4
289 D288 D288 S4 D290 D12 D10 S4
311 D312 D312 S4 D310 D12 D10 S4
331 D332 D330 A4 D330 S3 D10 A4
349 D348 D348 A4 D350 D12 D10 A4
359 D360 D360 S4 D360 D12 D20 S4
361 D360 D360 S4 D360 D12 D20 S4
379 D380 D378 A4 D380 S3 D20 A4
389 D388 D390 A4 D390 S3 D10 A4
401 D400 D402 S4 D400 S3 D20 S4
409 D408 D408 S4 D410 D12 D10 S4
419 D420 D420 A4 D420 D12 D20 A4
421 D420 D420 A4 D420 D12 D20 A4
431 D432 D432 S4 D430 D12 D10 S4
439 D440 D438 S4 D440 S3 D20 S4
449 D448 D450 S4 D450 S3 D10 S4
461 D460 D462 A4 D460 S3 D20 A4
479 D480 D480 S4 D480 D12 D20 S4





A5 の部分群 C2 C3 C2 × C2 C5 S3 D10 A4
499 D500 D498 A4 D500 S3 D20 A4
509 D508 D510 A4 D510 S3 D10 A4
521 D520 D522 S4 D520 S3 D20 S4
529 D528 D528 S4 D530 D12 D10 S4
541 D540 D540 A4 D540 D12 D20 A4
569 D568 D570 S4 D570 S3 D10 S4
571 D572 D570 A4 D570 S3 D10 A4
599 D600 D600 S4 D600 D12 D20 S4
601 D600 D600 S4 D600 D12 D20 S4
619 D620 D618 A4 D620 S3 D20 A4
631 D632 D630 S4 D630 S3 D10 S4
641 D640 D642 S4 D640 S3 D20 S4
659 D660 D660 A4 D660 D12 D20 A4
661 D660 D660 A4 D660 D12 D20 A4
691 D692 D690 A4 D690 S3 D10 A4
701 D700 D702 A4 D700 S3 D20 A4
709 D708 D708 A4 D710 D12 D10 A4
719 D720 D720 S4 D720 D12 D20 S4
739 D740 D738 A4 D740 S3 D20 A4
751 D752 D750 S4 D750 S3 D10 S4
761 D760 D762 S4 D760 S3 D20 S4
769 D768 D768 S4 D770 D12 D10 S4
809 D808 D810 S4 D810 S3 D10 S4
811 D812 D810 A4 D810 S3 D10 A4
821 D820 D822 A4 D820 S3 D20 A4





A5 の部分群 C2 C3 C2 × C2 C5 S3 D10 A4
839 D840 D840 S4 D840 D12 D20 S4
841 D840 D840 S4 D840 D12 D20 S4
859 D860 D858 A4 D860 S3 D20 A4
881 D880 D882 S4 D880 S3 D20 S4
911 D912 D912 S4 D910 D12 D10 S4
919 D920 D918 S4 D920 S3 D20 S4
929 D928 D930 S4 D930 S3 D10 S4
941 D940 D942 A4 D940 S3 D20 A4
961 D960 D960 S4 D960 D12 D20 S4
971 D972 D972 A4 D970 D12 D10 A4
991 D992 D990 S4 D990 S3 D10 S4
1331 D1332 D1332 A4 D1330 D12 D10 A4
1369 D1368 D1368 S4 D1370 D12 D10 S4
1681 D1680 D1680 S4 D1680 D12 D20 S4
1849 D1848 D1848 S4 D1850 D12 D10 S4
2209 D2208 D2208 S4 D2210 D12 D10 S4
2809 D2808 D2808 S4 D2810 D12 D10 S4
以下, A5 の部分群の PSL(2, q) における正規化群について証明していく. 先に述べた 2
次元特殊線形群の有限部分群の分類を利用するため, 本論文の初めに述べた対応定理を思
い出そう.
■NG(C2), p = 2 のとき Z = {1} となるので, G = PSL(2, q) = SL(2, q) と見なす.
C2 ≤ SL(2, q) に対して, SL(2, q) の元 x が存在して, ordx = 2, C2 = ⟨x⟩ となる. 注意









= (CL(tλ) ∩ G)l
= ((ZT ) ∩ G)l
= (T ∩ G)l
= Ql.
ここに, Q は基本可換 2群であり, G のシロー 2-群である (注意 3.1.6(iii)の証明を参照).
また一般に, 位数が素数冪 pr である基本可換 p-群 Q について
Q ∼= Crp
が成り立つ. よって,
NG(C2) ∼= Cr2 (q = pr)
となる.
■NG(C2), p ̸= 2 のとき
4 | (q − 1) のとき このとき, |Z| = 2. 対応定理により SL(2, q) の元 x が存在して,
C2 = ⟨x⟩/Z = ⟨xZ⟩ と書ける. 注意 3.1.2より x の位数は 4なので x は dω ∈ D と L の
元 l によって共役, すなわち x = dlω となる. 実際, この共役を与える元 l は SL(2, q) か
ら取ることが出来る. 仮定から Fq には 1の 4乗根が存在するので, x を Fq 上で対角化す




= {a | a ∈ SL(2, q), (dω)ia = a(diω), i = 0, 1, 2, 3}l
= {a | a ∈ SL(2, q), dωa = adω}l
= (CL(dω) ∩ SL(2, q))l
= (D ∩ SL(2, q))l.
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ここで
D ∩ SL(2, q) ∼= F∗q
となるから, CSL(2,q)(⟨x⟩) は F∗q に同型な位数 q − 1 の巡回群であり, Z による剰余群に
ついて
CSL(2,q)(⟨x⟩)/Z ∼= F∗q/⟨−1⟩
が成り立ち, これは位数 (q − 1)/2 の巡回群. よって C2 の G における正規化群は
NG(C2) = CG(C2)
= CG(⟨(dω)l⟩/Z)
= {alZ | a ∈ SL(2, q), dωaZ = adωZ}
= {alZ | a ∈ SL(2, q), dωa = ±adω}
= {alZ | a ∈ SL(2, q), a−1dωa = dω}∪
{alZ | a ∈ SL(2, q), a−1dωa = −dω}
= CSL(2,q)(⟨dω⟩)l/Z ∪ (w(CSL(2,q)(⟨dω⟩))l/Z
= CSL(2,q)(⟨x⟩)/Z ∪ (wZ)lCSL(2,q)(⟨x⟩)/Z
= CSL(2,q)(⟨x⟩)/Z ∪ (wlZ)CSL(2,q)(⟨x⟩)/Z.
w は CSL(2,q)(⟨dω⟩) の元を逆元に移すので, wZ は CSL(2,q)(⟨x⟩)/Z の生成元を逆元に移




4 - (q − 1) のとき 前の場合と同じく |Z| = 2 であり, SL(2, q) の元 x が存在し
て, C2 = ⟨x⟩/Z = ⟨xZ⟩ と書ける. このとき x は ±1 ではないので固有多項式は
X2 + 1 ∈ Fq となるが, 仮定 4 - (q − 1) より Fq は 1の 4乗根を含まないので x は対角
化不可, すなわち SL(2, q) 上で dω ∈ D と共役になり得ないので先の場合と同じように証
明することは出来ない. そこで, 0でない Fq2 上のベクトル v をとると, v と xv とは一








である. ここに P = (v xv) ∈ GL(2, q). すると 1.1.8及び 1.1.8(III)より C2 の正規化群
の位数は
|NG(⟨xZ⟩)| = |P−1Z(NG(⟨xZ⟩))PZ|




∣∣{y | y ∈ SL(2, q), y−1wy = w} /Z ∪{





∣∣∣∣{( α β−β α
)










= 2 · (q + 1)
2
= q + 1
となるので |NG(C2)| は q + 1 である.
次に NG(C3) について考察する. はじめに C3 ≤ A5 の一般的な性質を述べてか
ら個々の場合について説明する. 群の自己同型群の性質により CG(C3) ▹ NG(C3),
|NG(C3)/CG(C3)| ≤ |Aut(C3)| であり, さらに |Aut(C3)| = φ(3) = 2 (φ はオイラー関
数)である. また A5 での正規化群を計算すると, NA5(C3) ∼= S3 となっている.
■NG(C3), p = 3 のとき このとき, C3 ≤ PSL(2, q) = SL(2, q)/Z に対して SL(2, q) の
元 x が存在して ord(xZ) = 3, C3 = ⟨xZ⟩ となる. x の位数は 3であるとしてよい. なぜ
なら, x の位数の候補は 3か 6であるが, どちらの位数の場合も ⟨xZ⟩ = {Z, xZ, x2Z} と
なり C3 に一致するからである. さて, 注意 3.1.2(iii)より, x は ±tλ (λ ∈ Fq) に L の中
で共役である. すなわち L の元 l 及び Fq の元 λ, i ∈ {0, 1} が存在して,
x = ((−1)itλ)l, xZ = (tλ)lZ.
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x の位数は 3としたから x = (tλ)l. 従って対応定理により C3 が対応する SL(2, q) の部
分群 ⟨−x⟩ に対して注意 3.1.3(ii)より
CSL(2,q)(⟨−x⟩) = CSL(2,q)(⟨−tλ⟩)l
= (SL(2, q) ∩ CL(tλ))l
= (SL(2, q) ∩ ZT )l
= Z(SL(2, q) ∩ T )l
= ZQl.
ここで Q = SL(2, q) ∩ T は T (∼= F+) の部分群なので初等可換 3-群であり, さらに注意
3.1.6より SL(2, q) の 3-シロー群である. よって
CG(C3) = ZQl/Z
∼= Q.
従って初めに述べた C3 < A5 の一般的性質より,
|NG(C3)| ≤ 2q.
また, S3 ≤ NG(C3) であるから NG(C3) には位数 2 の元 yZ が存在する. すると
N := ⟨yZ⟩, CG(C3)N ≤ NG(C3) に対して
2q = |CG(C3)N |
≤ |NG(C3)|
≤ 2q
であるから CG(C3)H = NG(C3). さらに |CG(C3)| は 3 の冪であり, |H| = 2 なので
CG(C3) ∩ H = {1}. よって NG(C3) は位数 q の初等可換 3-群 CG(C3) と位数 2の部分
群 H の半直積である. 以上より
NG(C3) ∼= Cr3 o C2
を得る.
■NG(C3), 3 | (q−1) のとき |Z| = e とおく. 対応定理により SL(2, q) の元 x が存在し
て, C3 = ⟨x⟩/Z = ⟨xZ⟩ と書ける. このとき p = 3 の場合と同様に x の位数は 3として
よく, すると注意 3.1.2より x は dω ∈ D と L の元 l によって共役, すなわち x = (dω)l
となる. 実際, この共役を与える元 l は SL(2, q) から取ることが出来る. 仮定から Fq に
46
は 1の 3乗根が存在するので, x を Fq 上で対角化する事が出来, 対角行列は dω (ω3 = 1)
となる. よって, 中心化群を求めると注意 3.1.3(ii)により
CSL(2,q)(⟨x⟩) = CSL(2,q)(⟨dω⟩)
l
= {a | a ∈ SL(2, q), i = 0, 1, 2, (dω)ia = a(diω)}l
= {a | a ∈ SL(2, q), dωa = adω}l
= (CL(dω) ∩ SL(2, q))l
= (D ∩ SL(2, q))l.
p ̸= 2 の時の C2 の正規化群で述べたのと同様に, CSL(2,q)(⟨x⟩) は位数 q − 1 の巡回群で,




= (NL(dω) ∩ SL(2, q))l
= (⟨D, w⟩ ∩ SL(2, q))l
= ((D ∪ wD) ∩ SL(2, q))l
= ((D ∩ SL(2, q)) ∪ (wD ∩ SL(2, q)))l
= ((D ∩ SL(2, q)) ∪ w(D ∩ SL(2, q)))l
= (D ∩ SL(2, q))l ∪ wl(D ∩ SL(2, q))l
= (CSL(2,q)(⟨x⟩)) ∪ wl(CSL(2,q)(⟨x⟩)).
よって G での正規化群は
NG(C3) = NSL(2,q)(⟨x⟩)/Z
= (CSL(2,q)(⟨x⟩) ∪ wlCSL(2,q)(⟨x⟩))/Z
= CSL(2,q)(⟨x⟩)/Z ∪ (wlZ)CSL(2,q)(⟨x⟩)/Z.
w は CSL(2,q)(⟨x⟩) の元を逆元に移すので wZ は位数 (q− 1)/e の巡回群 CSL(2,q)(⟨x⟩)/Z




3 - (q − 1) のとき 先の C2, 4 - (q − 1) の場合の証明と同様の手順で示す. C3 ≤
PSL(2, q) = SL(2, q)/Z に対して SL(2, q)の元 xが存在して ord(xZ) = 3かつ ord(x) =
3, C3 = ⟨xZ⟩ となる. このとき x は ±1 ではないので固有多項式はX2 + X + 1 ∈ Fq と
なるが, 3 - (q − 1) より Fq は 1の 3乗根を含まないので, SL(2, q) 上で dω ∈ D と共役
になり得ないから先の場合と同様に証明することは出来ない. そこで, Fq2 上のベクトル
v ̸= 0 をとると, v と xv とは一次独立となる. この v, xv を基底として x を行列表示す










を x′ とおく. これは定理 1.1.9で記した SL(2, q) の共役類のうち, IIIの類に属する. な
ぜなら, I及び IIの共役類の代表元の固有多項式は
(X − 1)2, 及び (X − ω)(X − ω−1) (ω ∈ Fq)
であり, x′ の固有多項式は X2 + X + 1 であるからどちらも一致しない. よって x′ が I,












∣∣{yZ | y ∈ SL(2, q), y−1xσy = xσ} ∪{
yZ | y ∈ SL(2, q), y−1xσy = −xσ
}∣∣ (3.1)
となる. しかし IIIにおける xσ を代表元とする共役類 Cσ は σ によって一意に定まるの
で −xσ は Cσ に含まれない. よって









である. よって正規化群の位数は (q + 1)/e または 2(q + 1)/e となる. ここで初めに述べ






■NG(C5) ここでも, はじめに C5 の一般的な性質を述べてから個々の場合について説
明する. 群の自己同型群の性質から |NG(C5)/CG(C5)| ≤ |Aut(C5)| = 4 である. また
A5 での正規化群を計算すると, NA5(C5) ∼= D10 となっている.
■NG(C5), p = 5 のとき このとき, C5 に対して SL(2, q) の元 x が存在して ord(xZ) =
5, C5 = ⟨xZ⟩ となる. ここでも ordx = 5 としてよく, 注意 3.1.2より, x は L の元 l に
よって, x = (tλ)l (λ ∈ Fq) となる. 従って SL(2, q) において, 注意 3.1.3(ii)より
CSL(2,q)(⟨x⟩) = ZQl.
ここで Q = SL(2, q) ∩ T は T の部分群なので初等可換 5-群であり, さらに注意 3.1.6よ
り SL(2, q) の 5-シロー群である. よって
CG(C5) = ZQl/Z
∼= Q.
従って初めに述べた C5 < A5 の一般的性質より,
|NG(C5)| ≤ 4q.
■NG(C5), p ̸= 5 のとき
5 | (q − 1) のとき C3, 5 | (q − 1) のときと同様に示す. 対応定理により SL(2, q) の元 x
が存在して, C5 = ⟨x⟩/Z = ⟨xZ⟩ と書ける. このときも x の位数は 5としてよく, すると
注意 3.1.2より x は dω ∈ D と L の元 l によって共役, すなわち x = (dω)l となる. こ
の場合も, この共役を与える元 l は SL(2, q) から取ることが出来る. 仮定から Fq には 1
49
の 5乗根が存在するので, x を Fq 上で対角化する事が出来, 対角行列は dω (ω5 = 1)と
なる. よって, 中心化群を求めると注意 3.1.3(ii)により, 前と同じくして
CSL(2,q)(⟨x⟩) = (D ∩ SL(2, q))l.
前と同様に, CSL(2,q)(⟨x⟩) は位数 q − 1 の巡回群で, CSL(2,q)(⟨x⟩)/Z は位数 (q − 1)/e の
巡回群である. よって正規化群は, w ∈ SL(2, q) 及び注意 3.1.3(ii)より
NSL(2,q)(⟨x⟩) = (⟨D,w⟩ ∩ SL(2, q))l
= (D ∩ SL(2, q))l ∪ wl(D ∩ SL(2, q))l
= (CSL(2,q)(⟨x⟩)) ∪ wl(CSL(2,q)(⟨x⟩)).
よって G での正規化群は
NG(C3) = NSL(2,q)(⟨x⟩)/Z
= (CSL(2,q)(⟨x⟩) ∪ wlCSL(2,q)(⟨x⟩))/Z
= CSL(2,q)(⟨x⟩)/Z ∪ (wlZ)CSL(2,q)(⟨x⟩)/Z.
w は CSL(2,q)(⟨x⟩) の元を逆元に移すので wZ は位数 (q− 1)/e の巡回群 CSL(2,q)(⟨x⟩)/Z
の生成元も逆元に移す. よって C5 の正規化群は二面体群 D2(q−1)/e に同型. 以上より
NG(C5) ∼= D2(q−1)/e
である.
5 - (q − 1) のとき 先の C2, 4 - (q − 1) の場合の証明と同様の手順で示す. C5 ≤
PSL(2, q) = SL(2, q)/Z に対して SL(2, q)の元 xが存在して ord(xZ) = 5かつ ord(x) =
5, C5 = ⟨xZ⟩となる. xの固有多項式は X5−1を割る Fq 上の 2次多項式X2+a1X+a0
となり, x ̸= ±1 であるからこの多項式の根は 1を除いた 1の 5乗根であるが, 5 - (q − 1)
より Fq は 1の 5乗根を含まないのでこの多項式は既約である. したがって x は SL(2, q)
上で dω ∈ D と共役になり得ないから先の場合と同じ証明は出来ない. そこで, Fq2 上の







である. ここに P = (v xv). これは定理 1.1.9の SL(2, q) の共役類のうち, IIIの類に属
する. 理由は C3 の 3 - (q − 1) のときと同じく, 固有多項式を見比べると I, IIの共役類に
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とおく. ここに σ, ν ∈ Fq は σ2 − εν2 = 1 かつ σ ̸= 1 を満たす. C3 において 3 - (q − 1)





である. よって正規化群の位数は (q + 1)/e または 2(q + 1)/e であり, 初めに述べた事実






■NG(S3) いま C3 ▹ S3 でありさらに C3 は S3 の位数 3 の唯一つの部分群である
事から注意 1.1.14 より C3 は S3 の特性部分群であるので C3 ▹ NG(S3) が成り立つ.
従って NG(S3) ⊂ NG(C3) となる. さらに D12 ⊂ NG(C3) ならば補題 1.1.16 より
NG(S3) = D12 となる.
■NG(D10), p ̸= 5 のとき いま C5 ▹ D10 でありさらに C5 は D10 の位数 5の唯一つの
部分群である事から C5 は D10 の特性部分群であるので C5 ▹NG(D10) が成り立つ. 従っ
て NG(D10) ⊂ NG(C5) となる. さらに D20 ⊂ NG(C5) ならば NG(D10) = D20 である.
■NG(A4) NG(A4) は A4 または S4 である. なぜなら, SL(2, F ) の有限部分群の分類
の結果から NG(A4) の候補は{
PSL(2, q), PGL(2, q) (ただし q ≥ 3),
A4, S4
しかない. しかし第 1 の場合, 補題 1.1.7 より A4 ⊂ PGL(2, q) となる必要十分条件は
A4 ⊂ PSL(2, q) であるから, いずれにしても A4 ▹ PSL(2, q) となり PSL(2, q) が単純群
であることに矛盾. よって NG(A4) は A4 または S4 である.
■NG(C2 × C2), p ̸= 2 のとき まず C2 × C2 ▹ A4 である. さらに C2 × C2 は A4 の位
数 4のただ一つの部分群である事から, 注意 1.1.14より C2 × C2 は A4 の特性部分群で
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あるので C2 × C2 ▹ NG(A4) が成り立つ. 従って NG(A4) ⊂ NG(C2 × C2) となる. 先に
示したとおり NG(A4) = A4 または S4 であるので SL(2, F ) の有限部分群の分類の結果
から NG(C2 × C2) もまた A4 または S4 である.
■ NG(C2 × C2) と NG(A4) の関係 (p ̸= 2 のとき) NG(C2 × C2) = NG(A4) が成り
立つ. なぜならば, A4 ▹ S4 より NG(C2 × C2) = S4 であれば NG(A4) = S4 であり逆も
成り立つからである.
■NG(A5) NG(A5) = A5 である. なぜなら, SL(2, F ) の有限部分群の分類の結果から
NG(A5) の候補は {
PSL(2, q), PGL(2, q) (ただし q ≥ 5),
A5
しかない. しかし補題 1.1.6より, 第 1の場合に A5 ⊂ PGL(2, q) となる必要十分条件は
A5 ⊂ PSL(2, q) であるので, いずれにしても A5 ▹ PSL(2, q) となり PSL(2, q) は単純群
であることに矛盾. よって第 2の場合となる.
以下はコンピュータでの計算結果を基にした予想である
■NG(C2×C2), p = 2のとき NG(C2×C2) = C2roC3 となるので |NG(C2×C2)| = 3q.
■NG(D10), p = 5 のとき q = 5r に対して r が偶数のときに限り C5 o C4 であり, 他













を q によって書き表すことが可能になるので, 同章の係数行列を用いて suborbit の個数
を得られる.
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3.3 2-arc-transitive graph の存在条件の決定
G := PSL(2, q), A5 < G, q は 2, 3, 5の冪ではないとする. A5 の部分群のなす共役類
の代表元を
H1 = 1, H2 = C2, H3 = C3,
H4 = C5, H5 = C2 × C2, H6 = S3,
H7 = D10, H8 = A4, H9 = A5




(但し AA5,Hj (Hi) = {Hi







−6 0 0 30
10 −30 0 0 20
30 −60 −30 0 0 60
30 −60 0 −30 0 0 60
20 0 −60 0 −20 0 0 60
−60 120 60 0 0 −60 −60 −60 60

となる. 素数冪 q に対して関数 χn (n = 2, 3, 5) を次のように定める.
χ2(q) =
{
1 (4 | q − 1),
−1 (4 - q − 1),
χ3(q) =
{
1 (3 | q − 1),
−1 (3 - q − 1),
χ5(q) =
{
1 (5 | q − 1),




1 (χ3(q) = χ2(q)),
0 (χ3(q) ̸= χ2(q)),
ξ(q) =
{
1 (χ5(q) = χ2(q)),
0 (χ5(q) ̸= χ2(q)),
とおき, |NG(A4)| を が S4 であるか A4 であるかを表すために,

















, 15(q − χ2(q)), 10(q − χ3(q)), 6(q − χ5(q)), 5 · 12a,
60 · 2ζ(q), 60 · 2ξ(q), 5 · 12a, 60
)






− q − χ2(q)
16
− q − χ3(q)
36
− q − χ5(q)
100
+ 2ζ(q)−1 + 2ξ(q)−1 − 1,
q − χ2(q)
8





− 2ζ(q)−1 − a + 1,
q − χ5(q)
20
− 2ξ(q)−1, 0, 2ζ(q) − 1, 2ξ(q) − 1, a − 1, 1
)
を得る. これを wa とおく. このベクトルがどのような時に実際の suborbit の個数と表
し得るか, つまり Z9 に属するかを調べる.
右端の成分から調べていく. wa の第 i 成分を wa(i) で表す事にする. まず第 9成分は
常に 1であり, 第 8成分は |NG(A4)| により wa(8) = a − 1 である.
第 7及び第 6成分は, ζ(q) と ξ(q) の定義から
wa(7) =
{
1 (χ5(q) = χ2(q))




1 (χ3(q) = χ2(q))













q − χ5(q) − 2η(q)10
20
である. これが整数となる必要十分条件は
4 | (q − χ5(q) − 2η(q)10), かつ
5 | (q − χ5(q) − 2η(q)10)
が成り立つ事である. 下の条件は常に成り立つ. なぜなら C5 < GよりG = |PSL(2, q)| =
q(q2 − 1)/2 であり, 仮定より 5 - q に対して 5 | (q(q2 − 1)/2) であるから 5 | (q − 1) ま
たは 5 | (q + 1) であり, よって χ5(q) の定義より
q ≡ χ5(q) (mod 5)
であるから常に成り立つ. また上の条件が成り立つためには,
η(q) = 1 かつ χ2(q) = χ5(q), または
η(q) = 0 かつ χ2(q) ̸= χ5(q)




q − χ3(q) − 2ζ(q)6
12
とおけば
wa(3) = n(q) − 1 + a
となるので, n(q) が整数となる条件を調べる. すると
4 | (q − χ3(q) − 2ζ(q)6), かつ
3 | (q − χ3(q) − 2ζ(q)6)
が必要十分条件とわかる. 以下, 第 4成分と同様にして第 3成分も常に整数である事がわ
かる. 下の条件は C3 < G より 3 | (q(q2 − 1)/2) であるから 3 | (q− 1) または 3 | (q +1)
となるので χ3(q) の定義より
q ≡ χ3(q) (mod 3)
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であるから常に成り立つ. また上の条件が成り立つためには,
ζ(q) = 1 かつ χ2(q) = χ3(q), または
ζ(q) = 0 かつ χ2(q) ̸= χ3(q)








 m(q) − 2 (ζ(q) = ξ(q) = 1),m(q) − 1 (ζ(q) ̸= ξ(q)),
m(q) (ζ(q) = ξ(q) = 0)
となるから m(q) が整数となる条件を調べる.
m(q) =
q − χ2(q) − 4a
8
であるから m(q) が整数となるためには
a = 2 かつ 8 | (q − χ2(q)), または
a = 1 かつ 8 | (q − χ2(q) − 4)
が必要かつ十分条件である. 任意の q について, 条件のうち一つは必ず成り立つ. なぜ
なら, いま 4 | (q − χ2(q)) であるので q − χ2(q) は 8 で割り切れるか, そうでなければ
q − χ2(q) − 4 が 8で割り切れるからである. 従って第 2成分が整数になるための必要十
分条件は
8 | (q − χ2(q))かつ a = 2, または
8 - (q − χ2(q))かつ a = 1
である. さらに q − χ2(q) が 8で割れるかどうかは q mod 8 によって次のように決定で
きる. {
8 | (q − χ2(q)) (q ≡ 1, 7 (mod 8)),
8 - (q − χ2(q)) (q ≡ 3, 5 (mod 8))
以上より a は q によって
a(q) =
{
2 (q ≡ 1, 7 (mod 8)),
1 (q ≡ 3, 5 (mod 8))
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と決まり, 第 2成分は
3(q − χ2(q)) − 12a(q)
24
− 2ζ(q) − 2ξ(q) + 2
=
3(q − χ2(q)) − 12a(q)
24
− ζ(q) − ξ(q)
の形で表される整数となる.
最後に第 1成分であるが, a(q) によって成分が整数となり得るベクトルの候補は 2つ
しかなかったのだから, 第 2 成分が整数のとき, 第 1 成分も整数でなければならない.
wa(q)(1) を通分して




を得る. 第 2成分が整数ならば常に wa(q)(1) は整数である, すなわち (3.1)の第 1項の分
子は 7200で割り切れる事を証明する.
便宜上 χ4(q) := χ2(q) と置きなおす. r (r = 3, 4, 5) に対して q ≡ χr(q) (mod r) で
あるから 整数 kr が存在して q = rkr + χr(q) で表せる. さらに a = 2 の時に限り kr は
偶数となる.
q(q2 − 1) − 722q + 3600a(q) + 450χ4(q) + 200χ3(q) + 72χ5(q) + 3600(2ζ(q) + 2ξ(q))
≡ q(q2 − 1) − 22q + 22χ5(q) (mod 25)
≡ (5k5 + χ5(q))(5k5 + 2χ5(q))5k5 − 22(5k5 + χ5(q)) + 22χ5(q) (mod 25)
≡ 53k53 + 3 · 52χ5(q)k5 + 2 · 5k5 − 22 · 5k5 (mod 25)
≡ 2 · 5k5 − 22 · 5k5 − 22χ5(q) + 22χ5(q) (mod 25)
≡ −22 · 52k5 (mod 25)
≡ 0 (mod 25).
となるから分子は常に 52 で割り切れる. 同様に
q(q2 − 1) − 722q + 3600a(q) + 450χ4(q) + 200χ3(q) + 72χ5(q) + 3600(2ζ(q) + 2ξ(q))
≡ q(q2 − 1) − 2q + 2χ3(q) (mod 9)
≡ (3k3 + χ3(q))(3k3 + 2χ3(q))3k3 − 2(3k3 + χ3(q)) + 2χ3(q) (mod 9)
≡ 33k33 + 33χ3(q)k3 + 2 · 3k3 − 2 · 3k3 (mod 9)
≡ 0 (mod 9)
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となるから分子は 32 でも割り切れる. 最後に 25 については
q(q2 − 1) − 722q + 3600a(q) + 450χ4(q) + 200χ3(q) + 72χ5(q) + 3600(2ζ(q) + 2ξ(q))
≡ q(q2 − 1) − 2 · 32q+
24a(q) + 2χ4(q) + 23χ3(q) + 23χ5(q) + 24(2ζ(q) + 2ξ(q)) (mod 32)
≡ (4k4 + χ4(q))(4k4 + 2χ4(q))4k4 − 2 · 32(4k4 + χ4(q))+
2χ4(q) + 23χ3(q) + 23χ5(q) + 24(a(q) + 2ζ(q) + 2ξ(q)) (mod 32)
≡ 26k43 + 24 · 3χ4(q)k42 + 23k4 − 23 · 32k4 − 2 · 32χ4(q)+
2χ4(q) + 23χ3(q) + 23χ5(q) + 24(a(q) + 2ζ(q) + 2ξ(q)) (mod 32)
≡ 24 · 3χ4(q)k42 − 26k4 − 24χ4(q)+
23χ3(q) + 23χ5(q) + 24(a(q) + 2ζ(q) + 2ξ(q)) (mod 32)
≡ 24(3χ4(q)k42 + a(q) + 2ζ(q) + 2ξ(q))+
23(−2χ4(q) + χ3(q) + χ5(q)) (mod 32).
この式について a(q) で場合分けすると
■a(q) = 2 のとき k4 は偶数となるので
24(3χ4(q)k42 + a(q) + 2ζ(q) + 2ξ(q)) + 23(−2χ4(q) + χ3(q) + χ5(q))
≡ 24(2ζ(q) + 2ξ(q)) + 23(−2χ4(q) + χ3(q) + χ5(q)) (mod 32)
≡ 23(2ζ(q)+1 − χ4(q) + χ3(q)) + 23(2ξ(q)+1 − χ4(q) + χ5(q)) (mod 32)
≡ 0 (mod 32)
となる. なぜなら
2ζ(q)+1 − χ4(q) + χ3(q) =

4 ((χ4(q), χ3(q)) = (1, 1)),
4 ((χ4(q), χ3(q)) = (−1, 1)),
0 ((χ4(q), χ3(q)) = (1,−1)),
4 ((χ4(q), χ3(q)) = (−1,−1))
であり, また
2ξ(q)+1 − χ4(q) + χ5(q) =

4 ((χ4(q), χ5(q)) = (1, 1)),
4 ((χ4(q), χ5(q)) = (−1, 1)),
0 ((χ4(q), χ5(q)) = (1,−1)),
4 ((χ4(q), χ5(q)) = (−1,−1))
となっているので, χ3(q), χ4(q), χ5(q) がどの組み合わせでも上の式が成り立つ.
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■a(q) = 1 のとき k4 は奇数なので 3χ4(q)k42 + 1 は偶数となるから, a = 2 の場合と
同様に
24(3χ4(q)k42 + a(q) + 2ζ(q) + 2ξ(q)) + 23(−2χ4(q) + χ3(q) + χ5(q))
≡ 24(3χ4(q)k42 + 1 + 2ζ(q) + 2ξ(q)) + 23(−2χ4(q) + χ3(q) + χ5(q)) (mod 32)
≡ 24(2ζ(q) + 2ξ(q)) + 23(−2χ4(q) + χ3(q) + χ5(q)) (mod 32)
≡ 0 (mod 32)
よっていずれの場合も分子は 7200で割り切れるとわかる.
以上より第 2成分が整数であれば第 1成分も常に整数であることが示され, a(q) を前述
のように定義すれば wa(q) すなわち各 suborbit の個数を表すベクトルは Z9 の元として
一意に定まる.
3.4 結果
3.3 までで得られた結果により, 一定条件下において PSL(2, q) の PSL(2, q)/A5 上の
suborbit の個数は q を用いて計算可能である. まとめると次のようになる.
命題 3.4.1. q は 1.1.5を満たす 2冪, 3冪, 5冪を除く素数冪とする. q に対して
χ2(q) =
{
1 (4 | q − 1),
−1 (4 - q − 1),
χ3(q) =
{
1 (3 | q − 1),
−1 (3 - q − 1),
χ5(q) =
{
1 (5 | q − 1),




1 (χ3(q) = χ2(q)),
0 (χ3(q) ̸= χ2(q)),
ξ(q) =
{
1 (χ5(q) = χ2(q)),
0 (χ5(q) ̸= χ2(q)),
a(q) =
{
2 (q ≡ 1, 7 (mod 8)),
1 (q ≡ 3, 5 (mod 8))
と定める. このとき 2次元射影特殊線形群 PSL(2, q) は交代群 A5 を含み, PSL(2, q) の
剰余類 PSL(2, q)/A5 上の suborbit の個数は
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subdegree 1 5 6 10 15 12
suborbit の個数 1 a(q) − 1 ξ(q) ζ(q) 0 (q − χ5(q))/20 − 2ξ(q)−1
subdegree 20
suborbit の個数 (q − χ3(q))/12 − 2ζ(q)−1 − a(q) + 1
subdegree 30
suborbit の個数 (q − χ2(q))/8 − a(q)/2 − ζ(q) − ξ(q)
subdegree 60
suborbit の個数 (q(q2 − 1) − 722q + 3600a(q) + 450χ2(q) + 200χ3(q)+
72χ5(q) + 3600(2
ζ(q) + 2ξ(q)))/7200 − 1
となる.
特に, 目標であった 2-arc-transitive graph が現れる条件は, subdegree が 5 または 6
の suborbit の個数が 0でない時であるから次のようになる.
系 3.4.2. PSL(2, q)の剰余類 PSL(2, q)/A5上の suborbitに degree 5の 2-arc-transitive
graph が現れるのは
q ≡ 1, 7 (mod 8)
が成立する時であり, かつその時に限る.
証明. subdegree 5の suborbit の個数は a(q) で決まるので定義よりこの条件を得る.
系 3.4.3. PSL(2, q)の剰余類 PSL(2, q)/A5上の suborbitに degree 6の 2-arc-transitive
graph が現れるのは
q ≡ 1 (mod 20) または q ≡ −1 (mod 20)
が成立する時であり, かつその時に限る.
証明. χ2(q), χ5(q) の定義から χ5(q) = χ2(q) である必要十分条件は
q ≡ 1 (mod 4), q ≡ 1 (mod 5) (3.1)
または
q ≡ 3 (mod 4), q ≡ 4 (mod 5) (3.2)
のいずれかが成り立つ事である. このとき (3.1)は
q ≡ 1 (mod 20)
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である事と必要十分であり, また (3.2)は
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